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Abstract 
This paper deals with the analysis of the thermal stress intensity factor for small edge interfacial crack between bonded 
dissimilar plates subjected to uniform change of temperature by using the crack tip stress method. The stress intensity factor 
of edge interface crack is strongly controlled by the singular stress field at the interface edge of the bonded plates without the 
crack when the crack becomes extremely short. In this study, the small edge interface crack problem under thermal stress is 
solved by superposing the uniaxial tension problem with edge singularity and the uniform stress problem having the 
boundary condition of temperature change and uniaxial compression. The calculation shows that the stress intensity factors of 
the small edge interface crack under thermal stress can be evaluated from four factors related only to the Dundurs’ parameters 
 and . In addition, the expression of the stress intensity factor for the small edge interface crack under the logarithmic edge
singularity is presented when the material combination is =2.
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図 1 のような微小界面縁き裂を有した異種材料接合有限板に一様な温度変化 ΔT を与えた未知問題について考








な引張応力 Tおよびせん断応力 Sを受ける接合無限板を考える．引張応力 T=1あるいはせん断応力 S=1とした場















し，応力拡大係数が未知の問題[図1]のそれを FEMy ,0 ， FEMxy ,0 と表記すれば，基準問題と未知問題のき裂先端



















































































































          (2) 
ここで， mG は材料のせん断弾性係数，εは振動特異性指数， mm  43 （平面ひずみ）, )1/()3( mmm  


















Fig.1 Problem for small edge interface crack  








Fig.2 Reference problem and  
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 材料組合せの影響を考察するために， Dundurs のパラメータを α＝0.8，β＝0.3 と固定し，材料定数を 4 パター
ン変えて解析した場合の図 1 の無次元化応力拡大係数 F1，F2を表 1 に示す． 計算の便宜上，表 1 の値を用いた． 
 
 









Shear modulus [MPa] 
G1 496.524  4878.049  99.999  3998.612  
G2 45.426  453.515  9.091  363.625  
Poisson's ratio 
ν1 0.007 0.025 0.000011 0.000347 
ν2 0.223 0.225 0.181819 0.181844 
Thermal expansion [1/K] 
η1 10 10 5 3 
η2 1 100 2 20 
Temperature change [K] ΔT 100 100 100 100 
Equivalent stress (eq.6) σ0 450000  -45000000  26364  -8254337  
Normalized SIF 
F1 2.5675  2.5675  2.5675  2.5675  
F2 -0.3635  -0.3635  -0.3635  -0.3635  
Table 1 Normalized SIFs calculated by four material combinations when α=0.8, β=0.3 and a/W=10
-5
. 
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表 1 より，材料定数が異なっていても，Dundurs のパラメータが等しい材料組合せであれば，式(5)，(6)の定義
による無次元化応力拡大係数は同じ値となることがわかる．  
図 3 に，一様温度変化ΔT を受ける接合板の微小界面縁き裂の無次元化応力拡大係数を，相対き裂長さ a/W を
変化させて解析した結果を示す．Dundurs の複合パラメータは α=0.5～0.95，β=0.3 となる材料組合せを用いた．
図 3 より，き裂長さが小さくなるにつれて F1，F2 は発散していることがわかる．これは，き裂が無いときの熱
応力による界面端特異応力場が，界面縁き裂の応力拡大係数に影響しているものと考えられる．材料組合せが
































































(a)                         (b)                        (c) 
Fig.4 Superposition method to analyze the thermal problem. The problem (a) for small edge interface crack subjected to 
temperature change is solved by superposing the uniaxial tension problem (b) and the problem (c) subjected to uniaxial 
compression and temperature change. The problem (b) has the edge singularity at the interface edge without the 
interface crack and the problem (c) has no singularity. 
Fig.3 Relation between normalized SIFs and the relative crack length a/W when =0.3 
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ここで，き裂の無い図 4(a)，(b) ，(c)の接合板の界面上の応力分布 σyを，それぞれ図 5(a)，(b) ，(c)に示す．図
5(a)は温度変化によって界面に生じた応力分布であり，図 5(b)は y 方向一様引張荷重による界面の応力分布，図
5(c)は温度変化T と y 方向圧縮荷重による界面の応力分布である．それぞれ右側の図は，左側の応力分布を両対
数（図 5(c)は片対数）で示したものである．図 5(a)の破線は，一様温度変化によって接合界面に生じる応力σyか







































(c) Compression 0 in y-direction and uniform temperature change T 
 
 
Fig.5 Stress distribution near the interface edge in bonded dissimilar plates without the crack when  =0.8, =0.3. 
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                       (8) 
図 5(a)，(b)の応力分布より求めた特異性指数は 0.132，式(8)より計算した指数は 0.1345 でよく一致している． 
図 5 より，図 4(a)の問題は，一軸引張りの図 4(b)の問題と，圧縮荷重 σ0を付加することにより一様温度変化 ΔT
による熱膨張ひずみ差を打ち消している状態を示した図 4(c) の問題(陳，西谷，1993)に分けて解析することによ
って解決できると考えた． 
 図 4(b)の一軸引張りを受ける問題は，次式のように無次元化応力拡大係数 F1，F2を(a/W)
1-λで除した無次元化係










 図 4(c)については，図 5(a) ，図 5(c)より，一様温度変化 ΔT を与えた時の特異応力場と等価な特異応力場を示
す一軸荷重 σ0で圧縮することによって，一様温度変化 ΔT を与えた異種材料接合板に生じる端部特異性を打ち消
していることがわかる．つまり，図 4(c)の界面では端部特異性が生じない一様応力状態となる．図 4(c)の問題の
解析結果を次のような無次元化係数 D1，D2によって示す． 
























Fig.6 Relation between C1,2 (Fig.4b) and the relative crack length a/W when =0.3 
Fig.7 Relation between D1,2 (Fig.4c) and the relative crack length a/W when =0.3 
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図 7 に示すように，図 4(c)の境界条件では界面上で一様応力分布となるため，a/W<10-3の範囲で無次元化係数 D1，
D2は一定値となり，式(10)の関係が成立していることがわかる． 
表 2，3 に材料組合せ α，βを変化させ図 4(c)の解析を行い，得られた無次元化係数 D1，D2を示す．材料組合せ
が=2の場合，界面端部特異性がべき関数型ではなく対数型特異性が生じ，式(6)で表される等価荷重σ0が無限
大となるため，式(10)の定義では無次元化応力拡大係数を評価できない．そのため，表中には記載していない． 
表 2 より，D1の値は，均質半無限板の縁き裂の値 F1=1.1215 に近い値となっていることがわかる． 
 
Table 2 Normalized SIFs, D1, for small interface edge crack subjected to T and 0 as shown in Fig.4(c) 
[ ( ) : extrapolated value] 
 β=-0.2 β=-0.1 β=0 β=0.1 β=0.2 β=0.3 β=0.4 β=0.45 
0.00 -1.127 -1.123 - -1.123 -1.127 
   
0.05 -1.128 -1.123 -1.121 -1.123 -1.127 
   
0.10 -1.128 -1.123 -1.121 -1.122 -1.126 
   
0.15 -1.128 -1.123 -1.120 -1.121 -1.124 
   
0.20 
 




























-1.085 -1.081 -1.080 -1.082 - (-1.091) 
0.85 
  
-1.080 -1.076 -1.074 -1.076 -1.080 -1.084 
0.90 
  
-1.074 -1.070 -1.068 -1.069 -1.072 - 
0.95 
  
-1.068 -1.063 -1.060 -1.061 -1.0640 -1.067 
1.00 
  
(-1.061) (-1.056) (-1.053) (-1.052) (-1.054) (-1.057) 
 
Table 3 Normalized SIFs, D2, for small interface edge crack subjected to T and 0 as shown in Fig.4(c) 
[ ( ) : extrapolated value] 
 β=-0.2 β=-0.1 β=0 β=0.1 β=0.2 β=0.3 β=0.4 β=0.45 
0.00 -0.0647 -0.0318 - 0.0318 0.0647 
   
0.05 -0.0737 -0.0408 -0.0089 0.0229 0.0556 
   
0.10 -0.0828 -0.0497 -0.0179 0.0139 0.0466 
   
0.15 -0.0918 -0.0587 -0.0268 0.0049 0.0375 
   
0.20 
 




























-0.1472 -0.1166 -0.0860 -0.0544 - (-0.0020) 
0.85 
  
-0.1571 -0.1266 -0.0962 -0.0649 -0.0314 -0.0132 
0.90 
  
-0.1671 -0.1368 -0.1066 -0.0756 -0.0425 - 
0.95 
  
-0.1774 -0.1472 -0.1172 -0.0865 -0.0539 -0.0363 
1.00 
  
(-0.1875) (-0.1578) (-0.1281) (-0.0977) (-0.0655) (-0.0482) 
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[Noda et al.(2005)] 
D1,2   





 obtained by CTSM 




 0.777 0.666 -1.0822 -1.0683 3.892 10.38 3.8918 10.380 
10
-5
 0.777 0.666 -1.0822 -1.0683 2.568 6.058 2.5675 6.0577 
10
-4




 -0.067 -0.083 -0.0544 -0.0756 -0.476 -1.491 -0.4757 -1.491 
10
-5
 -0.067 -0.083 -0.0544 -0.0756 -0.364 -0.957 -0.3635 -0.9567 
10
-4
 -0.067 -0.083 -0.0544 -0.0756 -0.281 -0.624 -0.2813 -0.6242 
 
 
 表 4 は図 4(a)のき裂先端の無次元化応力拡大係数と，図 4(b)と図 4(c)を重ね合わせた無次元化応力拡大係数の
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Table 4 Accuracy of the dimensionless SIFs calculated by Eq.10 
Fig.8 Stress distribution near the interface edge 
in bonded dissimilar plates without the crack when α=2β 
Fig.9 Problem for small edge interface crack 
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 また，α=2βの材料組合せの場合，式(6)の陳らの熱残留応力による特異応力場と等価な特異応力場を示す y 軸方
向一軸引張荷重 σ0が無限大に発散してしまうため，この σ0を無次元化や図 4の重ね合わせの原理に用いることが
できない． 
 そこで，一様温度変化の問題を，図 1 と等価な界面の応力場を示す式(12)の x 軸方向一軸引張荷重 σ0
α=2βを用い

























































するため，次のような αの関数として近似式を作成した．図 11 に c1，c2，d1，d2と αの関係を示す． 
 
 0671.02555.36708.63439.189471.207035.10 234561 c                  (14) 
 0022.00334.01638.05463.06765.03721.0 234562 c                        (15) 
 1509.09974.41837.158688.418314.495432.25 234561 d                         (16) 
 6590.08521.00005.44712.96898.90137.4 234562 d                         (17) 
 
 
Fig.10 Relation between F1,F2 and the relative crack length a/W when α=2β 
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また，図 12 にき裂長さ a/W =10-4，10-5，10-6の場合の α＝0～0.9 の範囲で第ゼロ節点法(CTSM)と近似式(13)より

























Fig.11 Values of coefficients c1,c2,d1 and d2 
(a) Relation between F1 and α (b) Relation between F2 and α 





2d2,12,12,1 )/log( dWacF 
Fig. 11 Valuses of coefficients c1, c2, d1 and d2 
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 一方，Dundurs のパラメータが α=2βとなる材料組合せの場合，界面端に対数型の特異応力場が生じるため，次
式のような応力拡大係数の評価式を提案した． 
  )10/()/log(,)/log(),21()( 322211102121
































                         
無次元化係数 c1，c2，d1，d2は，式(14)～(17)のように近似式で与えた． 
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